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ΨΗΦΙΑΚΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ - ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΗ ΑΣΚΗΣΗ 4 

∆ΥΑ∆ΙΚΟΣ ΑΘΡΟΙΣΤΗΣ-ΑΦΑΙΡΕΤΗΣ 

 
Σκοπός: Να µελετηθούν αριθµητικά κυκλώµατα δυαδικής πρόσθεσης και αφαίρεσης. 
Να σχεδιαστούν τα κυκλώµατα από τους πίνακες αληθείας τους και να υλοποιηθούν-
επαληθευθούν στο ράστερ. 
 
4.1 Θεωρητική εισαγωγή 
 
4.1.1 Το κύκλωµα του ηµιαθροιστή 
 
Η πρόσθεση δύο δυαδικών ψηφίων (bits) µπορεί να έχει τις εξής εισόδους και 
εξόδους: 0+0=0, 0+1=1, 1+0=1 και 1+1=10, όπου το τελευταίο αποτέλεσµα 
αντιστοιχεί προφανώς στο δεκαδικό 2, που για να περιγραφεί στο δυαδικό σύστηµα 
χρειάζεται δύο bits, καθώς η πρόσθεση παράγει ένα ακόµη σηµαντικό ψηφίο, ως 
κρατούµενο. 
Ο ηµιαθροιστής είναι ένα συνδυαστικό κύκλωµα που λαµβάνει στην είσοδο δύο 
ψηφία και παράγει στην έξοδο επίσης δύο ψηφία, το άθροισµα των εισόδων (S) και 
το καρατούµενο (C) της πρόσθεσης. Αυτό είναι το απλούστερο αριθµητικό κύκλωµα, 
που µπορεί να χρησιµοποιηθεί στα υπολογιστικά συστήµατα. 
Ο πίνακας αληθείας του ηµιαθροιστή φαίνεται στο Σχήµα 4.1. Από τον πίνακα 
αληθείας µπορεί να προκύψει εύκολα η µορφή του κυκλώµατος του ηµιαθροιστή, ως 
άθροισµα γινοµένων. Προκύπτουν δύο κυκλώµατα, ένα για το άθροισµα S και ένα 
για το κρατούµενο C: 
 

yxyxS +=        (4.1) 
xyC =        (4.2) 

 
Το κύκλωµα που περιγράφουν οι παραπάνω εξισώσεις φαίνεται στο Σχήµα 4.1. Οι 
εκφράσεις (4.1) και (4.2) οδηγούν στο συµπέρασµα ότι το άθροισµα µπορεί να 
υλοποιηθεί ισοδύναµα µε τη βοήθεια µιας πύλης XOR, ενώ το κρατούµενο προφανώς 
υλοποιείται µε τη βοήθεια µιας πύλης AND (Σχήµα 4.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4.1: Πίνακας αληθείας ηµιαθροιστή και υλοποίηση µε τη µορφή 
αθροίσµατος γινοµένων  

x y C S 

0 0 0 0 

0 1 0 1 

1 0 0 1 

1 1 1 0 
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4.1.2 Το κύκλωµα του πλήρη αθροιστή (Full Adder) 
 
Όταν προστίθενται δυαδικά ψηφία x, y, ίδιας τάξης, που ανήκουν σε διαφορετικούς 
δυαδικούς αριθµούς, τότε είναι απαραίτητο να προστεθεί και τυχόν κρατούµενο, που 
προέκυψε από τη δυαδική πρόσθεση ψηφίων προηγούµενης τάξης. Ένα κύκλωµα 
αθροιστή που δέχεται ως είσοδο τρία δυαδικά ψηφία x, y, Cin, και παράγει ως έξοδο 
δύο δυαδικά ψηφία, το άθροισµα S και το κρατούµενο Cout, λέγεται πλήρης 
αθροιστής. Τα δύο δυαδικά ψηφία της εξόδου είναι επαρκή, ώστε να φιλοξενήσουν 
τους δυαδικούς αριθµούς 00, 01, 10, 11 (δηλαδή στο δεκαδικό σύστηµα 0 έως 3) που 
είναι τα πιθανά αποτελέσµατα από την πρόσθεση τριών δυαδικών ψηφίων. 
Ο πίνακας αληθείας του πλήρη αθροιστή φαίνεται στο σχήµα 4.3. Περιλαµβάνει τρεις 
µεταβλητές εισόδου x, y, z, που αντιστοιχούν στα τρία bits x, y, Cin. Περιγράφει δύο 
λογικές συναρτήσεις, µία για το άθροισµα S και µία για το κρατούµενο εξόδου Cout. 
Η κάθε µία από αυτές µπορεί να γραφεί ως άθροισµα ελαχιστόρων, κατά τα γνωστά, 
και να απλοποιηθεί σύµφωνα µε τους κανόνες της άλγεβρας Boole. Έτσι, προκύπτει: 
 

xyzzyxzyxzyxS +++=      (4.3) 
 

Cout=xy+xz+yz      (4.4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4.2: Υλοποίηση του 
ηµιαθροιστή µε πύλη XOR και AND  

z=Cin x y Cout S 

0 0 0 0 0 

0 0 1 0 1 

0 1 0 0 1 

0 1 1 1 0 

1 0 0 0 1 

1 0 1 1 0 

1 1 0 1 0 

1 1 1 1 1 

 

Σχήµα 4.3: Ο πίνακας αληθείας του 
πλήρη αθροιστή 
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Σχήµα 4.4: Υλοποίηση του πλήρη αθροιστή µε δύο ηµιαθροιστές και µία πύλη 
OR 
 
Σύµφωνα µε τις παραπάνω εκφράσεις (4.3) και (4.4), ο πλήρης αθροιστής χρειάζεται 
τέσσερις πύλες AND τριών εισόδων και µία πύλη OR τριών εισόδων για το άθροισµα 
S. Επίσης, χρειάζεται πύλες ΝΟΤ για την αντιστροφή των εισόδων. Για το 
κρατούµενο εξόδου Cout χρειάζεται µία πύλη OR τριών εισόδων και τρεις πύλες 
AND δύο εισόδων.  
Ισοδύναµα, ο πλήρης αθροιστής µπορεί να υλοποιηθεί µε δύο ηµιαθροιστές, από τους 
οποίους ο πρώτος προσθέτει τα x και y και ο δεύτερος προσθέτει στο πρώτο 
άθροισµα το κρατούµενο εισόδου. Το τελικό κρατούµενο προκύπτει µε µία OR, που 
εξάγει µονάδα αν οποιαδήποτε από τις δύο βαθµίδες πρόσθεσης παράγει κρατούµενο 
1. Το κύκλωµα αυτό φαίνεται στο σχήµα 4.4.  
 
4.1.3 ∆υαδικός αθροιστής µη προσηµασµένων αριθµών 4-bit-Ιεραρχική σχεδίαση 
 
Το κύκλωµα του πλήρη αθροιστή που παρουσιάστηκε στα προηγούµενα µπορεί να 
αθροίσει δύο δυαδικά ψηφία και να παράγει το κρατούµενό τους. Προκειµένου να 
αθροίσουµε αριθµούς µε περισσότερα ψηφία, χρησιµοποιούµε έναν πλήρη αθροιστή 
για το κάθε ζεύγος ψηφίων αντίστοιχης τάξης. Έστω ότι θέλουµε να αθροίσουµε µη 
προσηµασµένους αριθµούς µε τέσσερα δυαδικά ψηφία: 
 

 Για παράδειγµα:  
 
Είναι φανερό ότι θα πρέπει να αθροίσουµε τα ψηφία πρώτης, δεύτερης κ.λπ. τάξης, 
ανά δύο. Όπου παράγεται κρατούµενο θα πρέπει να το προσθέσουµε στο επόµενης 
τάξης δυαδικό άθροισµα. Έτσι, σχεδιάζουµε µια ιεραρχική διάταξη, όπου 
επαναλαµβάνουµε απαράλαχτη τη βαθµίδα του πλήρη αθροιστή του Σχήµατος 4.4, 
δίνοντας κάθε φορά ως εισόδους τα bits αντίστοιχης τάξης και µεταφέροντας το 
κρατούµενο στην επόµενη βαθµίδα πρόσθεσης. Το κύκλωµα αυτό φαίνεται στο 
Σχήµα 4.5. 
Ο πλήρης αθροιστής 4-bit αποτελεί κύκλωµα της τυπικής λογικής µε τον κωδικό 
74283. Το κύκλωµα αυτό λαµβάνει εισόδους Α και Β, δύο µη προσηµασµένους 
αριθµούς 4-bit, καθώς και είσοδο αρχικού κρατουµένου Cin. Παράγει το άθροισµα S 
4-bit και το κρατούµενο εξόδου Cout. 
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Σχήµα 4.5 Κύκλωµα αθροιστή 4-bit µε επανάληψη της δοµής του πλήρη 
αθροιστή και διάδοση κρατούµενου 
 
 
4.1.4 ∆υαδικός αφαιρέτης 
 
Το κύκλωµα της αφαίρεσης προκύπτει από το κύκλωµα της πρόσθεσης. Ας 
θυµηθούµε ότι η αφαίρεση ισοδυναµεί µε την πρόσθεση στον αφαιρέτη του αρνητικά 
προσηµασµένου αφαιρετέου: 
 

)B(ABAD −+=−=       (4.5) 
 

Άρα, για το σκοπό της αφαίρεσης µπρούµε να χρησιµοποιήσουµε το κύκλωµα του 
πλήρη αθροιστή, όταν στην είσοδο y εισάγουµε το –Β και στην είσοδο x το Α.. 
 
Το συµπλήρωµα ως προς δύο 
 
Εδώ, πρέπει να θυµηθούµε από τη θεωρία ότι οι αρνητικά προσηµασµένοι αριθµοί 
µπορούν να παρασταθούν µε το συµπλήρωµα του αριθµού ως προς δύο. Το 
συµπλήρωµα ως προς δύο προκύπτει αν στο συµπλήρωµα ως προς ένα προσθέσουµε 
τη µονάδα. Έτσι, ο δεκαδικός αριθµός -3 θα γραφεί µε το συµπλήρωµα ως προς δύο 
ως εξής: 
Λαµβάνουµε το συµπλήρωµα ως προς ένα: 
 
0011→1100 
 
Προσθέτουµε τη µονάδα: 
 
1100+1 = 1101 
 
Ο αριθµός 1101 (δηλαδή ο 13 στο δεκαδικό) είναι το συµπλήρωµα ως προς 2 του 
0011 (3 στο δεκαδικό), δηλαδή ο -3.  
Με το συµπλήρωµα ως προς 2 του Β η πράξη της αφαίρεσης γράφεται ως εξής: 
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)B(A)B(ABAD 1++=−+=−=       (4.6) 

Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, ένας απλός τρόπος για να υλοποιήσουµε τον 
αφαιρέτη, µε βάση τον δυαδικό αθροιστή του Σχήµατος 4.5, είναι να δηµιουργήσουµε 
το συµπλήρωµα του Β µε πύλες NOT και να εισάγουµε στην είσοδο κρατουµένου τη 
µονάδα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
 

 
 
Αν θεωρήσουµε αριθµούς Ν δυαδικών ψηφίων (Ν bit) τότε οι προσηµασµένοι 
αριθµοί που µπορούν να παρασταθούν είναι από -2Ν-1 

έως +(2Ν-1-1) (στο δεκαδικό 
σύστηµα). Έτσι, σε αριθµούς τεσσάρων δυαδικών ψηφίων (4 bit) οι προσηµασµένοι 
αριθµοί που µπορούν να παρασταθούν είναι από -8 έως +7. Από αυτούς, οι θετικοί (0 
έως 7) παριστάνονται κατά τα γνωστά µε 0000 έως 0111, έχοντας ως bit προσήµου το 
0. Οι αρνητικοί (-8 έως -1) παριστάνονται µε το συµπλήρωµα ως προς δύο, δηλαδή 
από 1000 έως 1111 (να το εξετάσετε ως άσκηση). ∆ηλαδή, το συµπλήρωµα ως προς 2 
ενός αριθµού y µε τέσσερα δυαδικά ψηφία (4-bit) προκύπτει στο δεκαδικό σύστηµα 
αν αφαιρέσουµε από το 16 τον αριθµό y: 
 
συµπλήρωµα ως προς 2 του δεκαδικού yy −=16     (4.7) 
 
Έτσι, για να µετατρέψουµε σε αρνητικό το 3 βρίσκουµε το 16-3=13. Οι αρνητικοί 
έχουν ως bit προσήµου το 1. 
Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η σχέση (4.6) γράφεται ως εξής, µε τους αριθµούς 
γραµµένους στο δεκαδικό σύστηµα: 
 

)BA(BABAD 10101010101010 1616 −+=−+=−=     (4.8) 

Όταν το αποτέλεσµα της αφαίρεσης Α-Β είναι θετικό ή µηδέν (Α≥Β), τότε το τελικό 
αποτέλεσµα S3S2S1S0 θα προκύψει µεγαλύτερο ή ίσο του 16, άρα το κρατούµενο θα 
είναι µονάδα (Cout=1). Στην αντίθετη περίπτωση, που το αποτέλεσµα της αφαίρεσης 
Α-Β είναι αρνητικό, το κρατούµενο θα προκύψει µηδέν (Cout=0). Τότε, ως µέτρο της 
διαφοράς λαµβάνεται το συµπλήρωµα ως προς δύο του S3S2S1S0 και το πρόσηµο του 
αποτελέσµατος θεωρείται αρνητικό. 
Το κύκλωµα του Σχήµατος 4.7 εκτελεί την πράξη της πρόσθεσης ή της αφαίρεσης, 
ανάλογα µε την τιµή του ακροδέκτη Ε. Όταν το Ε=0 εκτελεί την πρόσθεση. Όταν το 
Ε=1 εκτελεί την αφαίρεση. Να δικαιολογήσετε τη χρήση των πυλών XOR. 
 
 

Σχήµα 4.6 ∆υαδικός αφαιρέτης 4-bit 
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Σχήµα 4.7 Κύκλωµα παράλληλου δυαδικού αθροιστή/αφαιρέτη τεσσάρων 
δυαδικών ψηφίων 
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4.2 Εργαστηριακό µέρος 
 
4.2.1 Υλοποίηση του ηµιαθροιστή 
 
Τα διαγράµµατα ακροδεκτών των ολοκληρωµένων κυκλωµάτων 7486 (XOR) και 
7408 (AND) φαίνονται στο Σχήµα 4.8. 
 
 

  
 
 
Σχήµα 4.8: ∆ιαγράµµατα ακροδεκτών των ολοκληρωµένων κυκλωµάτων 7486 
(πύλη XOR) και 7408 (πύλη AND) 
 
 
1) Να υλοποιήσετε στο ράστερ το παρακάτω κύκλωµα του ηµιαθροιστή (Σχήµα 4.9), 
χρησιµοποιώντας τα ολοκληρωµένα κυκλώµατα του Σχήµατος 4.8. Στο Σχήµα 4.9 
δίνονται οι αριθµοί των ακροδεκτών που πρέπει να συνδεθούν µεταξύ τους, καθώς 
και µε τις εισόδους-εξόδους.  
 
2) Να χρησιµοποιήσετε τους εργαστηριακούς διακόπτες προκειµένου να δώσετε τιµές 
στις εισόδους x, y. Να συνδέσετε LEDs κατά τα γνωστά στις εξόδους S και C και να 
συµπληρώσετε τον πίνακα αληθείας του ηµιαθροιστή. ∆ιατηρείστε το κύκλωµα του 
ηµιαθροιστή στο ράστερ, ώστε να το επεκτείνετε στο επόµενο βήµα της άσκησης. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4.9: Ο πίνακας αληθείας (αριστερά) του ηµιαθροιστή πρέπει να 
συµπληρωθεί µε βάση τις τιµές των εξόδων για κάθε αντίστοιχο ζεύγος εισόδων, 
αφού υλοποιήσετε το κύκλωµα που φαίνεται παραπάνω. 

x y C S 

0 0   

0 1   

1 0   

1 1   
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4.2.2 Υλοποίηση του πλήρη αθροιστή 
 
1) Επαναλάβετε το κύκλωµα του ηµιαθροιστή, ως συνέχεια του προηγούµενου 
κυκλώµατος, χρησιµοποιώντας ακόµη µία πύλη XOR και AND από τα 
ολοκληρωµένα κυκλώµατα 7486 και 7408. Κάντε τις συνδέσεις όπως φαίνεται στο 
παρακάτω Σχήµα 4.10.  Χρησιµοποιείστε µια πύλη OR από το ολοκληρωµένο 
κύκλωµα 7432 για να λάβετε το τελικό κρατούµενο Cout. 
 
2) ∆ώστε εισόδους x, y, Cin, µε τη βοήθεια διακοπτών. Συνδέστε LEDs κατά τα 
γνωστά στις εξόδους S, Cout και συµπληρώστε τον πίνακα αληθείας, στο Σχήµα 4.11. 
 
 
 

 
Σχήµα 4.10: Το κύκλωµα του πλήρη αθροιστή στο ράστερ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4.11: Να συµπληρωθεί ο πίνακας αληθείας του πλήρη αθροιστή 
 
 
 

z=Cin x y Cout S 

0 0 0   

0 0 1   

0 1 0   

0 1 1   

1 0 0   

1 0 1   

1 1 0   

1 1 1   
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Άσκηση: Να αποδείξετε ότι η έξοδος S του αθροίσµατος του πλήρη αθροιστή, που 
δίνεται από τη σχέση (4.3): 
 

xyzzyxzyxzyxS +++=  
 
γράφεται ισοδύναµα: 
 

)yx(zS ⊕⊕= ,       (4.9) 
 
σύµφωνα µε την έξοδο S του Σχήµατος 4.10 (z = Cin). 
 
Επίσης, να αποδείξετε ότι η έξοδος κρατουµένου Cout του πλήρη αθροιστή, που 
δίνεται από τη σχέση (4.4): 
 
Cout=xy+xz+yz, 
 
γράφεται ισοδύναµα: 
 

xyz)yx(Cout +⋅⊕= ,      (4.10) 
 
σύµφωνα µε την έξοδο Cout του Σχήµατος 4.10. 
 
 
Απόδειξη: 
 

xyzzyxzyxzyxS +++= = ........................................................................................... 
 
.......................................................................................................................................... 
 
Cout=xy+xz+yz = ........................................................................................................... 
 
.......................................................................................................................................... 
 
 
 
4.2.3 ∆υαδικός αθροιστής 4-bit µε το ολοκληρωµένο κύκλωµα 74HC283 
 
1) Να χρησιµοποιήσετε το ολοκληρωµένο κύκλωµα 74HC283, για να υλοποιήσετε 
έναν δυαδικό αθροιστή 4-bit. Στις εισόδους Α4Α3Α2Α1 να συνδέσετε ένα σετ 
τεσσάρων διακοπτών. Στις εισόδους Β4Β3Β2Β1 να θέσετε σταθερά τις καταστάσεις 
0101 (δεκαδικός 5). Στις εξόδους SUM (Σ4Σ3Σ2Σ1) να συνδέσετε LEDs σε σειρά µε 
τις προστατευτικές αντιστάσεις, κατά τα γνωστά. 
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SUM_4 10
SUM_3 13

SUM_1 4SUM_2 1

C4 9

B411

A412

B315

A314

B22

A23

B16

A15

C07

VDD=5V

 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4.12: Κύκλωµα για τη µελέτη του δυαδικού αθροιστή 4-bit, µε το 
ολοκληρωµένο κύκλωµα 74HC283 
 
 
2) Να δώσετε τιµές στον δυαδικό αριθµό Α µέσω των διακοπτών, σύµφωνα µε τον 
παρακάτω πίνακα και να καταγράψετε τις τιµές των εξόδων Σ4Σ3Σ2Σ1 καθώς και την 
τιµή του κρατουµένου εξόδου. 
 
 

Α Β Cin Σ Cout 

∆εκαδική 
τιµή 

∆υαδική 
τιµή 

∆εκαδική 
τιµή 

∆υαδική 
τιµή 

 ∆εκαδική 
τιµή 

∆υαδική 
τιµή 

 

3  5 0101 0    

9  5 0101 1    

2  5 0101 0    

4  5 0101 1    

14  5 0101 0    

 
 
3) Να εκτιµήσετε αν τα αποτελέσµατα ανταποκρίνονται στα αναµενόµενα 
(σχολιάστε) 
 
...................................................................................................................................... 
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4.2.4 Υλοποίηση του αφαιρέτη 4-bit 
 
1) Υλοποιείστε τον αφαιρέτη µε τα ολοκληρωµένα κυκλώµατα 74HC283 και 7486, 
σύµφωνα µε το παρακάτω σχήµα. Αναφερθείτε στα διαγράµµατα ακροδεκτών των 
κυκλωµάτων, όπως αυτά παρουσιάστηκαν σε προηγούµενες παραγράφους. 
 

 
 
 
2) Να δώσετε σταθερή τιµή Α=0011 στον δυαδικό αριθµό Α. Να συνδέσετε στους 
ακροδέκτες Β4Β3Β2Β1 διακόπτες και στην έξοδο C0 S3S2S1S0 διόδους LEDs, κατά 
τα γνωστά. Να δώσετε στον αριθµό Β τις τιµές του παρακάτω πίνακα και να 
καταγράψετε το αποτέλεσµα της αφαίρεσης 
 
 

Α Β Cin S Cout 
∆εκαδική 
τιµή 

∆υαδική 
τιµή 

∆εκαδική 
τιµή 

∆υαδική 
τιµή 

 ∆εκαδική 
τιµή 

∆υαδική 
τιµή 

 

3 0011 0  1    

3 0011 1  1    

3 0011 2  1    

3 0011 3  1    

3 0011 4  1    

3 0011 5  1    

3 0011 6  1    

3 0011 7  1    

 
 
3) Να εκτιµήσετε αν τα αποτελέσµατα ανταποκρίνονται στα αναµενόµενα 
(σχολιάστε) 
 
...................................................................................................................................... 
 
……………………………………………………………………………………….. 


