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Εισαγωγή

Αριθμητική επίλυση εξισώσεων (μη γραμμικές)
Μέθοδοι με διαδοχικές δοκιμές σε διάστημα:

Μέθοδος Διχοτόμησης
Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης (Regula-Falsi)

Μέθοδοι με επαναληπτικούς αναδρομικούς τύπους:
Μέθοδος Τέμνουσας
Μέθοδος Newton
Μέθοδος Muller
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Αριθμητική επίλυση εξισώσεων

Παραδείγματα μη γραμμικών εξισώσεων

f(x) = x5 + x+ 1 = 0

f(x) = 3
√
2x+

√
x− 5 = 0

f(x) = sin(x2)− x2 + x+ 1 = 0

Είναι φανερό ότι οι παραπάνω εξισώσεις δεν μπορούν να
επιλυθούν με τις γνωστές αναλυτικές μεθόδους.
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Σύγκλιση - Τάξη σύγκλισης

Μια μέθοδος συγκλίνει, όταν μετά από ένα πεπερασμένο
πλήθος βημάτων η προσεγγιστική λύση τείνει στον ίδιο
αριθμό (αποτέλεσμα).
Τάξη σύγκλισης είναι ο ρυθμός με τον οποίο η μέθοδος
συγκλίνει (ταχύτητα).
Η μέθοδος συγκλίνει με τάξη σύγκλισης a όταν

lim
x→∞

|xk+1 − x|
|xk − x|a = c

όπου c μια σταθερά.
Αν a = 1 γραμμική σύγκλιση
Αν a ≥ 1 υπεργραμμική
Αν a = 2 τετραγωνική
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Μέθοδοι σε Διάστημα

Theorem (Θεώρημα Bolzano)
Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα
[a, b] και ισχύει ότι f(a) · f(b) < 0, τότε υπάρχει τουλάχιστον
ένας πραγματικός αριθμός x0 μέσα στο διάστημα (a, b) ο
οποίος θα είναι ρίζα της εξίσωσης f(x0) = 0.

Βασιζόμενοι στο Θ. Bolzano μπορούμε να προσεγγίσουμε
τη ρίζα με διαδοχικές δοκιμές.
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Μέθοδοι σε Διάστημα

Να βρεθεί η ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0 με

f(x) = x3 + x+ 1

στο διάστημα (−1, 1).
x −1 1
+ f(1) = 3
− f(−1) = −1

Επειδή f(−1) · f(1) = −3 < 0 ισχύει το Θ. Bolzano και υπάρχει
ρίζα στο διάστημα [−1, 1].
Επιλέγουμε ως πρώτη προσέγγιση x1 = −0.5.
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Μέθοδοι σε Διάστημα

x −1 −0.5 1
+ f(−0.5) = 0.375 f(1) = 3
− f(−1) = −1

Επειδή f(−1) · f(−0.5) < 0 ισχύει το Θ. Bolzano και υπάρχει
ρίζα στο διάστημα [−1,−0.5].
Επιλέγουμε ως δεύτερη προσέγγιση x2 = −0.7.
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Μέθοδοι σε Διάστημα

x −1 −0.7 −0.5 1
+ f(−0.5) = 0.375 f(1) = 3
− f(−1) = −1 f(−0.7) = −0.043

Επειδή f(−0.7) · f(−0.5) < 0 ισχύει το Θ. Bolzano και υπάρχει
ρίζα στο διάστημα [−0.7,−0.5].
Επιλέγουμε ως τρίτη προσέγγιση x3 = −0.68 με
f(−0.68) = 0.005568.

Είναι φανερό ότι η παραπάνω ”μέθοδος”, στην
πραγματικότητα βασίζεται στη διαίσθησή μας να
μαντέψουμε σωστά τις διαδοχικές δοκιμές οι οποίες
προσεγγίζουν όλο και περισσότερο την επιθυμητή ρίζα.
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Μέθοδοι σε Διάστημα

Σχήμα: Διάστημα [−2, 2]
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Μέθοδοι σε Διάστημα

Σχήμα: Διάστημα [−1,−0.5]
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Μέθοδοι σε Διάστημα

Σχήμα: Διάστημα [−0.7,−0.6]
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Μέθοδος Διχοτόμησης

Σχήμα: Γραφική αναπαράσταση της μεθόδου Διχοτόμησης
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Υλοποίηση

ΒΗΜΑ 1o Επιλέγουμε ένα διάστημα [a, b] τέτοιο ώστε

f(a) · f(b) < 0

δηλαδή, υπάρχει ρίζα στο διάστημα (a, b) με
βάση το θεώρημα Bolzano.

ΒΗΜΑ 2o Ορίζουμε ως i← 1.
ΒΗΜΑ 3o Ορίζουμε ως xi την τιμή που αντιστοιχεί στο

μέσο του διαστήματος [a, b] δηλαδή, xi =
a+ b
2

.
ΒΗΜΑ 4o Αν f(xi) = 0 τότε το xi είναι η ζητούμενη ρίζα

και σταματάει η διαδικασία. Αυτή η περίπτωση
όμως σπάνια συμβαίνει στην πράξη.
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Υλοποίηση
ΒΗΜΑ 5o Αν f(xi) ̸= 0 τότε ελέγχουμε το πρόσημο του

γινομένου f(a) · f(xi) και στην συνέχεια καθορί-
ζουμε το νέο μας διάστημα.
Επομένως, θα έχουμε:

Αν f(a) · f(xi) < 0 τότε νέο διάστημα [a, xi]
Αν f(a) · f(xi) > 0 τότε νέο διάστημα [xi, b]

Άρα, ορίζουμε το νέο διάστημα [a, b] σύμφωνα
με τον προηγούμενο τύπο.

ΒΗΜΑ 6o Επιστρέφουμε στο 3o βήμα ορίζοντας i← i + 1
και επαναλαμβάνουμε την διαδικασία με το νέο
διάστημα που έχει προκύψει, για να βρούμε
τη νέα προσέγγιση xi μέχρι να εκπληρωθεί ένα
από τα κριτήρια τερματισμού.
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Υλοποίηση
Κριτήρια τερματισμού:

Όταν η απόλυτη τιμή της διαφοράς μεταξύ της τρέχουσας
προσεγγιστικής ρίζας (xi) και της προηγούμενης
προσεγγιστικής ρίζας (xi−1) είναι μικρότερη από την
ακρίβεια λύσης tol που έχει δηλώσει ο χρήστης, δηλαδή
θα έχουμε ταύτιση των σημείων.
Επομένως θα ισχύει:

|xi − xi−1| < tol όπου tol = 1

2
· 10−k

με k τον αριθμό των δεκαδικών ψηφίων της επιθυμητής
ακρίβειας.
Η τιμή xi να είναι ρίζα της συνάρτησης f(x), δηλαδή να
ισχύει ότι f(xi) = 0.
Οι επαναλήψεις που έχει δηλώσει ο χρήστης για την
εύρεση της ρίζας εξαντλήθηκαν.
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Παράδειγμα
Να βρεθεί η ρίζα της συνάρτησης

f(x) = x3 + x+ 1

με τη μέθοδο Διχοτόμησης στο διάστημα [−1, 1], με ακρίβεια 5
δεκαδικών ψηφίων και με μέγιστο αριθμό επαναλήψεων 50.

i a b xi f(xi) Αλλαγή ορίου
1 −1 1 0 1 b = x1
2 −1 0 −0.5 0.375 b = x2
3 −1 −0.5 −0.75 −0.171875 a = x3
4 −0.75 −0.5 −0.625 0.130859375 b = x4
5 −0.75 −0.625 −0.6875 −0.0124511718 a = x5

η προσεγγιστική λύση βρέθηκε μετά από 19 επαναλήψεις και
είναι x19 = −0.682331085205078.
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Ακρίβεια - Πλήθος Επαναλήψεων
Για την ακρίβεια έχουμε

Στο πρώτο βήμα έχουμε

|x− a| = |x− b| =
∣∣∣∣b− a

2

∣∣∣∣ < tol = 1

2
· 10−k

Στο δεύτερο βήμα έχουμε∣∣∣∣b2 − a2
2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣b1 − a1
4

∣∣∣∣ < tol

Γενικά στο n βήμα έχουμε∣∣∣∣bn − an
2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣bn−1 − an−1

22

∣∣∣∣ = · · · = ∣∣∣∣b1 − a1
2n

∣∣∣∣ < tol⇔

|b− a|
2n

< tol
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Ακρίβεια - Πλήθος Επαναλήψεων

Το πλήθος των επαναλήψεων (n) της μεθόδου
Διχοτόμησης συνδέεται με την ακρίβεια της λύσης σε
δεκαδικά ψηφία (k) με τον τύπο

b− a
2n

< tol =⇒ b− a
2n

<
1

2
· 10−k

Επομένως, μπορούμε να βρούμε είτε το n γνωρίζοντας το
k, είτε το k γνωρίζοντας το n.
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Ακρίβεια - Πλήθος Επαναλήψεων

Για υπολογίσουμε το πλήθος των επαναλήψεων (n) της
μεθόδου Διχοτόμησης με ακρίβεια k δεκαδικών ψηφίων
στο διάστημα [a, b], λύνουμε ως προς n, επομένως έχουμε

b− a
2n

<
1

2
· 10−k =⇒ 2n

b− a > 2 · 10k =⇒

2n > (b− a) · 2 · 10k =⇒

n > log2
(
(b− a) · 2 · 10k

)
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Ακρίβεια - Πλήθος Επαναλήψεων

Ενώ, για υπολογίσουμε την ακρίβεια των δεκαδικών
ψηφίων (k) της μεθόδου Διχοτόμησης αν εκτελεστούν n
επαναλήψεις στο διάστημα [a, b], λύνουμε ως προς k,
επομένως έχουμε

b− a
2n

<
1

2
· 10−k =⇒ 2 · 10k < 2n

b− a >=⇒

10k <
2n

2 · (b− a) =⇒

k < log
(

2n

2 · (b− a)

)
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Ακρίβεια - Πλήθος Επαναλήψεων -
Παράδειγμα

Να βρεθεί το πλήθος των επαναλήψεων που θα εκτελέσει η
μέθοδος Διχοτόμησης στο διάστημα [−1, 1] με ακρίβεια 5
δεκαδικών ψηφίων.

Επειδή

n > log2
(
(b− a) · 2 · 10k

)
= log2

(
(1− (−1)) · 2 · 105

)
= 18.6096404744368

θα έχουμε n = 19 επαναλήψεις.
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Ακρίβεια - Πλήθος Επαναλήψεων -
Παράδειγμα

Να βρεθεί η ακρίβεια των δεκαδικών ψηφίων της μεθόδου
Διχοτόμησης αν εκτελεστούν 19 επαναλήψεις στο διάστημα
[−1, 1].

Επειδή

k < log
(

2n

2 · (b− a)

)
= log

(
219

2 · (1− (−1))

)
= 5.11750992628768

θα έχουμε ακρίβεια k = 5 δεκαδικά ψηφία.
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Σύνοψη

Πλεονεκτήματα:
1 Η μέθοδος διχοτόμησης συγκλίνει πάντα, γιατί σε κάθε

βήμα πρέπει να ισχύει το θεώρημα Bolzano.
2 Ο ρυθμός σύγκλισης είναι 1

2
και μπορούμε να γνωρίζουμε,

είτε το πλήθος των επαναλήψεων σε δοσμένη ακρίβεια,
είτε την ακρίβεια σε δοσμένο πλήθος επαναλήψεων.

Μειονεκτήματα:
1 Ύπαρξη ρίζας στο αρχικό διάστημα [a, b].
2 Υλοποιείται με διχοτόμηση διαστημάτων και έτσι είναι η

πιο αργή από όλες τις άλλες μεθόδους.
3 Όταν έχουμε άρτιο αριθμό ριζών τότε έχουμε πρόβλημα

γιατί δεν ισχύει το Θ. Bolzano. Αυτό που μπορούμε να
κάνουμε είναι να χωρίσουμε το αρχικό διάστημα σε
μικρότερα.
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Σύνοψη

Η μέθοδος Διχοτόμησης πρέπει να εφαρμόζεται σε
διαστήματα στα οποία υπάρχει ακριβώς μια ρίζα.
Αν εφαρμόσουμε τη μέθοδο Διχοτόμησης σε διάστημα με
καμία ή 2 ή 4 ρίζες (γενικά άρτιο αριθμό ριζών) θα
σταματήσει από το Βήμα 1.
Αν εφαρμόσουμε τη μέθοδο Διχοτόμησης σε διάστημα με
3 ή 5 ρίζες (γενικά περιττό αριθμό ριζών) θα βρει μια
από όλες τις ρίζες.
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Σύνοψη

Σχήμα: Γραφική αναπαράσταση της μεθόδου Διχοτόμησης με
περιττό αριθμό ριζών

Δρ. Δημήτρης Βαρσάμης Οκτώβριος 2019 26 / 43



Μέθοδος Διχοτόμησης - Αλγόριθμος

ΕΙΣΟΔΟΣ: f(x), a, b, tol, n
ΒΗΜΑ 1o Αν f(a) · f(b) < 0 πήγαινε στο βήμα 2

διαφορετικά ΕΞΟΔΟΣ: Δεν ισχύει το
Θ. Bolzano στο αρχικό διάστημα, τερμάτισε

ΒΗΜΑ 2o Θέσε i = 1
ΒΗΜΑ 3o Όταν i ≤ n εκτέλεσε τα βήματα 3-7
ΒΗΜΑ 4o Θέσε x = a+ (b− a)/2
ΒΗΜΑ 5o Αν f(x) = 0 ή (b− a)/2 < tol τότε

ΕΞΟΔΟΣ: Το x είναι η λύση και τερμάτισε
ΒΗΜΑ 6o Αν f(a) ∗ f(x) > 0 τότε θέσε a = x

διαφορετικά b = x
ΒΗΜΑ 7 Θέσε i = i+ 1
ΒΗΜΑ 8 ΕΞΟΔΟΣ: Η μέθοδος εξάντλησε όλες

τις επαναλήψεις και τερμάτισε
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Αλγόριθμος
Υλοποίηση της μεθόδου Διχοτόμησης σε συνάρτηση M

1 function out=bisect(f, a, b, tol, n)
2 if f(a)*f(b)>0.0
3 error('function has same sign at end points')
4 end
5 a(1)=a;
6 b(1)=b;
7 i=1;
8 while i<=n
9 x(i)=(a(i)+b(i))/2;
10 if f(x(i))==0 || (b(i)-a(i))/2<tol
11 break;
12 end
13 if f(a(i))*f(x(i))>0
14 a(i+1)=x(i);
15 b(i+1)=b(i);
16 else
17 a(i+1)=a(i);
18 b(i+1)=x(i);
19 end
20 i=i+1;
21 end
22 if i>n
23 k=1:n;
24 else
25 k=1:i;
26 end
27 out=[k', a(k)', b(k)', x(k)', f(x(k))'];
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Αλγόριθμος
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Αλγόριθμος
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Μέθοδος Διχοτόμησης - Αλγόριθμος
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης (Regula Falsi)

Σχήμα: Γραφική αναπαράσταση της μεθόδου Εσφαλμένης Θέσης
(Regula Falsi)
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Υλοποίηση
ΒΗΜΑ 1o Επιλέγουμε ένα διάστημα [a, b] τέτοιο ώστε

f(a) · f(b) < 0

δηλαδή, υπάρχει ρίζα στο διάστημα (a, b) με
βάση το θεώρημα Bolzano.

ΒΗΜΑ 2o Ορίζουμε ως i← 1.
ΒΗΜΑ 3o Υπολογίζουμε το σημείο τομής της ευθείας που

διέρχεται από τα σημεία (a, f(a)), (b, f(b)) με τον
άξονα x′x το οποίοι δίνεται από τον τύπο xi =
b− b− a

f(b)− f(a) · f(b).

ΒΗΜΑ 4o Αν f(xi) = 0 τότε το xi είναι η ζητούμενη ρίζα
και σταματάει η διαδικασία. Αυτή η περίπτωση
όμως σπάνια συμβαίνει στην πράξη.
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Υλοποίηση
ΒΗΜΑ 5o Αν f(xi) ̸= 0 τότε ελέγχουμε το πρόσημο του

γινομένου f(a) · f(xi) και στην συνέχεια καθορί-
ζουμε το νέο μας διάστημα.
Επομένως, θα έχουμε:

Αν f(a) · f(xi) < 0 τότε νέο διάστημα [a, xi]
Αν f(a) · f(xi) > 0 τότε νέο διάστημα [xi, b]

Άρα, ορίζουμε το νέο διάστημα [a, b] σύμφωνα
με τον προηγούμενο τύπο.

ΒΗΜΑ 6o Επιστρέφουμε στο 3o βήμα ορίζοντας i← i + 1
και επαναλαμβάνουμε την διαδικασία με το νέο
διάστημα που έχει προκύψει, για να βρούμε
τη νέα προσέγγιση xi μέχρι να εκπληρωθεί ένα
από τα κριτήρια τερματισμού.
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Υλοποίηση
Κριτήρια τερματισμού:

Όταν η απόλυτη τιμή της διαφοράς μεταξύ της τρέχουσας
προσεγγιστικής ρίζας (xi) και της προηγούμενης
προσεγγιστικής ρίζας (xi−1) είναι μικρότερη από την
ακρίβεια λύσης tol που έχει δηλώσει ο χρήστης, δηλαδή
θα έχουμε ταύτιση των σημείων.
Επομένως θα ισχύει:

|xi − xi−1| < tol όπου tol = 1

2
· 10−k

με k τον αριθμό των δεκαδικών ψηφίων της επιθυμητής
ακρίβειας.
Η τιμή xi να είναι ρίζα της συνάρτησης f(x), δηλαδή να
ισχύει ότι f(xi) = 0.
Οι επαναλήψεις που έχει δηλώσει ο χρήστης για την
εύρεση της ρίζας εξαντλήθηκαν.
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Παράδειγμα
Να βρεθεί η ρίζα της συνάρτησης

f(x) = x3 + x+ 1

με τη μέθοδο Εσφαλμένης Θέσης στο διάστημα [−1, 1], με
ακρίβεια 5 δεκαδικών ψηφίων και με μέγιστο αριθμό
επαναλήψεων 50.

i a b xi f(xi) Αλλαγή ορίου
1 −1 1 −0.5 0.375 b = x1
2 −1 −0.5 −0.636363 0.105935 b = x2
3 −1 −0.636363 −0.671195 0.026428 b = x3
4 −1 −0.671195 −0.679661 0.006375 b = x4
5 −1 −0.679661 −0.681691 0.001525 b = x5

η προσεγγιστική λύση βρέθηκε μετά από 10 επαναλήψεις και
είναι x10 = −0.682327310946516.
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Σύνοψη

Πλεονεκτήματα:
1 Η μέθοδος Regula - Falsi συγκλίνει πάντα, γιατί σε κάθε

βήμα πρέπει να ισχύει το θεώρημα Bolzano.
2 Είναι σαφώς ταχύτερη από την μέθοδο της διχοτόμησης.

Μειονεκτήματα:
1 Ύπαρξη ρίζας στο αρχικό διάστημα [a, b].
2 Όταν έχουμε άρτιο αριθμό ριζών τότε έχουμε πρόβλημα

γιατί δεν ισχύει το Θ. Bolzano. Αυτό που μπορούμε να
κάνουμε είναι να χωρίσουμε το αρχικό διάστημα σε
μικρότερα.
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Αλγόριθμος

ΕΙΣΟΔΟΣ: f(x), a, b, tol, n
ΒΗΜΑ 1o Αν f(a) · f(b) < 0 πήγαινε στο βήμα 2

διαφορετικά ΕΞΟΔΟΣ: Δεν ισχύει το
Θ. Bolzano στο αρχικό διάστημα, τερμάτισε

ΒΗΜΑ 2o Θέσε i = 1
ΒΗΜΑ 3o Όταν i ≤ n εκτέλεσε τα βήματα 3-7
ΒΗΜΑ 4o Θέσε x = b− (b− a)/(f(b)− f(a)) ∗ f(b)
ΒΗΜΑ 5o Αν f(x) = 0 ή |xi − xi−1| < tol τότε

ΕΞΟΔΟΣ: Το x είναι η λύση και τερμάτισε
ΒΗΜΑ 6o Αν f(a) ∗ f(x) > 0 τότε θέσε a = x

διαφορετικά b = x
ΒΗΜΑ 7 Θέσε i = i+ 1
ΒΗΜΑ 8 ΕΞΟΔΟΣ: Η μέθοδος εξάντλησε όλες

τις επαναλήψεις και τερμάτισε
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Αλγόριθμος
Υλοποίηση της μεθόδου Εσφαλμένης Θέσης σε συνάρτηση
M

1 function out=falsi(f,a,b,tol,n)
2 if f(a)*f(b)>0.0
3 error('function has same sign at end points')
4 end
5 a(1)=a;
6 b(1)=b;
7 i=1;
8 while i<=n
9 x(i)=b(i)-f(b(i))*(b(i)-a(i))/(f(b(i))-f(a(i)));
10 if f(x(i))==0 || ((i>1) && (abs(x(i)-x(i-1))<tol))
11 break;
12 end
13 if f(a(i))*f(x(i))>0
14 a(i+1)=x(i);
15 b(i+1)=b(i);
16 else
17 a(i+1)=a(i);
18 b(i+1)=x(i);
19 end
20 i=i+1;
21 end
22 if i>n
23 k=1:n;
24 else
25 k=1:i;
26 end
27 out=[k', a(k)', b(k)', x(k)', f(x(k))'];
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Αλγόριθμος
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Αλγόριθμος
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Μέθοδος Εσφαλμένης Θέσης - Αλγόριθμος
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Παραδείγματα - Ασκήσεις

Να βρεθεί η ρίζα (ρίζες) της συνάρτησης

f(x) = 64x3 − 176x2 + 140x− 25

στο διάστημα [0, 2] με ακρίβεια 5 δεκαδικά ψηφία.

Να βρεθεί η ρίζα (ρίζες) της συνάρτησης

f(x) = 64x3 − 144x2 + 92x− 15

στο διάστημα [0, 2] με ακρίβεια 5 δεκαδικά ψηφία.
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